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Linealidad de la Transformada de Fourier

La Transformada de Fourier es lineal, por lo que posee las propiedades
de: homogeneidad y aditividad.

La homogeneidad consiste en que un cambio de amplitud en un dominio
produce un cambio idéntico de amplitud en el otro dominio:

X[n] « X[K]
k X[n] « k X[K]
En notacion rectangular parte real e imaginaria se multiplican por k, en

notacion polar la magnitud se multiplica por k y la fase permanece
Incambiada.



Linealidad de la Transformada de Fourier

La Transformada de Fourier es lineal, por lo que posee las propiedades
de: homogeneidad y aditividad.
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Linealidad de la Transformada de Fourier

La Transformada de Fourier es lineal, por lo que posee las propiedades
de: homogeneidad y aditividad.

La aditividad consiste en que la suma en un dominio corresponde a la

suma en el otro dominio:

x1
X2
X3
x1[n] + x2[n] = x3

n
n
n
n.

t 1T 01

X1
X2]
X3|
X1

:A |A||A||Al

] + X2[K] = X3[K]

En notacidon rectangular se suman parte real e imaginaria:

ReX1[k] + ReX2[k] = ReX3[K]
ImX1[k] + ImX2[K] = ImX3[K]

En notacion polar no pueden sumarse directamente los espectros.



Linealidad de la Transformada de Fourier

La Transformada de Fourier es lineal, por lo que posee las propiedades
de: homogeneidad y aditividad.
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Comportamiento de la fase

. Dominio del tiempo Dominio de la frecuencia (fase)
A pesar de ser lineal la —r— s
Transformada de Fourier 3 5
no es invariante a = :
corrimientos. . AR s SN SR S S
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x[n] « MagX[k] & I
FaseX[K] 2 ol §
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21isf 5 g
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La magnitud no cambia y I N N T O S S S
a Ia fase Se Ie Suma un 0 100 2021uest?§0 400 500 0 0.1 (;écueng.aS 04 0.5

término lineal: 271tsf

Un desplazamiento hacia la derecha de la onda produce un decremento de
la pendiente y un corrimiento hacia la izquierda produce un incremento.



Comportamiento de la fase

Consideremos un
desplazamiento de una
muestra:

En una senal de baja
frecuencia el corrimiento
es pequeno en relacion al
periodo, por lo que
produce un cambio de
fase pequeno.

En una senal de alta
frecuencia se produce un
cambio de fase grande.

Por lo tanto el cambio de
fase es proporcional a la
frecuencia (27tsf).

fase (radianes / m)

Baja frecuencia

corrimiento 1 muestra = 1/32 periodo
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Alta frecuencia
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corrimiento 1 muestra = 1/2 periodo
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Comportamiento de la fase

Dominio de la frecuencia (fase)
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cancele la contribucion de
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Toda senal simétrica tiene fase lineal.



Comportamiento de la fase

Dominio de la frecuencia (fase)

También observamos que 1 30 :

dar Vuelta una Seﬁal en el S 520 -g ol .........
. 5 05 5 ® 0
tiempo corresponde a : g 10 i
cambiar el signo de la fase. 0 0 o » »
0 200 400 0 0.5 1 0 0.2 0.4
muestra frecuencia frecuencia

. . Dominio de la frecuencia (fase)

Del mismo modo, cambiar 1 '8 e
_ _ g,
el signo de la fase produce 2 . 2 g
que la sefnal se de vuelta. . £ s 3
0 0 - -4 . .

. 0 200 400 0 0.5 _ 1 0 0.2 _ 0.4
Camblar Ia faSe de un muestra frecuencia Dominio dffar(le:lfjr%rc]:ﬂ:ncia (fase)
complejo es conjugarlo y 1 ® . .
se anota como: 2 05 g :

5 £ 5 ;_2 ......... L o
X[f] — I\/IagX[f] & FaseX[f] % 200 400 % 05 i 02 0i4

X*[ﬂ — MagX[f] & —FaseX[f] muestra frecuencia frecuencia

X[f] = ReX[f] + ImX]f]
X*[f] = ReX[f] — ImX[f]



Comportamiento de la fase

Tambien observamos que
dar vuelta una senal en el
tiempo corresponde a

cambiar el signo de la fase.

Del mismo modo, cambiar
el signo de la fase produce
gue la sefal se de vuelta.

Cambiar la fase de un
complejo es conjugarlo y
se anota como:

X[f] = MagX[f] & FaseX[f]
X*[f] = MagX[f] & —FaseX|f]

X[f] = ReX[f] + ImX]f]
X*[f] = ReX[f] — ImX[f]

Ejemplos:

X[n] o« X][K]

X[-n] & X*[K]
convolucion

x[n] *y[n]  X[K] x Y[K]
correlacion

X[n] *y[-n] < X[K] x Y*[K]

Para obtener senal de fase cero, dado:
X[n] « X[K]

multplicar por espectro conjugado,
X[K] x X*[K]

O convolucionar con la sefal invertida
x[n] * x[-n]



Naturaleza periodica de la DFT

A diferencia de las demas
Transformadas de Fourier
en la DFT tanto el dominio
del tiempo como el
dominio de la frecuencia
son periédicos.

La consecuencia mas seria
de la periodicidad en el
tiempo es el aliasing
temporal

Un ejemplo de aliasing en
el tiempo es la convolucion
circular que ocurre al
multiplicar espectros.
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Naturaleza periodica de la DFT

A diferencia de las demas
Transformadas de Fourier
en la DFT tanto el dominio

del tiempo como el S s
dominio de la frecuencia / ******** -
son periédicos. l l l

La consecuencia mas seria e

de la periodicidad en el i w—

tiempo es el aliasing ) A W :
temporal s B

Un ejemplo de aliasing en
el tiempo es la convolucion
circular que ocurre al
multiplicar espectros.



Naturaleza periodica de la DFT

Magnitud E
~ T |
11 A S IS SO

El dominio de la frecuencia es
también periddico.

El espectro entre O y 0.5 aparece
espejado en las frecuencias
negativas.

La magnitud tiene simetria par.
La fase tiene simetria impar.

Tomando en cuenta las
frecuencias negativas el espectro
se repite con periodo 1 (o fs).




Naturaleza periodica de la DFT

¢, Frecuencias negativas? =S |
¢ Frecuencias por encima de fs/2? ‘e e |
Consideremos un conjunto de [ S P A ;
muestras discretas. ) R .

Supongamos que la senal es:
X[n]=cos(2Ttnf/N + 0)

y debemos determinar la
frecuencia fy la fase 0.

d solucién#3 | |
f=35, 0 =-m/4

Amplitud
Amplitud

e La primera solucién corresponde =, L, e
a la porcion positiva del espectro
» La segunda solucion, a la
porcion de las frecuencias
negativas.
e La ultima solucion es en realidad
una familia infinita de soluciones.



Naturaleza periodica de la DFT

Muchos fenOmenos que
ocurren en DSP solo pueden
comprenderse si se toma en
cuenta la periodicidad del
espectro.



Naturaleza periodica de la DFT

Muchos fenOmenos que
ocurren en DSP solo pueden
comprenderse si se toma en
cuenta la periodicidad del

espectro. _ % : | . : .
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: . g 03 TN B A N T
Por ejemplo el aliasingenel ¢,/ N B A— N - SIS
dominio de la frecuencia. L domm- - e boee- X e
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Frecuencia continua (como fraccion de la frecuencia de muestreo)



Naturaleza periodica de la DFT

Muchos fenOmenos que .
ocurren en DSP solo pueden

L

comprenderse si se toma en | |
cuenta la periodicidad del 1.0 0.5
espectro.

Por ejemplo el aliasing en el
dominio de la frecuencia.

|
0.5

1.0



Naturaleza periodica de la DFT

Muchos fenOmenos que
ocurren en DSP solo pueden

comprenderse si se toma en |
cuenta la periodicidad del 1.0
espectro. -

Por ejemplo el aliasing en el |

dominio de la frecuencia. -1.0



Naturaleza periodica de la DFT

Muchos fenOmenos que .
ocurren en DSP solo pueden
|

comprenderse si se toma en | | |

cuenta la periodicidad del 1.0 0.5 0 0.5 1.0

espectro. . T . T

Por ejemplo el aliasing en el | | | |

dominio de la frecuencia. -1.0 0.5 0 0.5 1.0
o — —




Naturaleza periodica de la DFT

Muchos fenOmenos que
ocurren en DSP solo pueden
comprenderse si se toma en
cuenta la periodicidad del
espectro.

Por ejemplo el aliasing en el
dominio de la frecuencia.

Cuando un componente de
frecuencia cruza la barrera de
0.5, el mismo fendmeno ocurre
en los otros periodo del
espectro, por lo que un
componente de frecuencia
negativa aparece cercano a 0.5
moviendose hacia O.

-1.0

1.0



Naturaleza periodica de la DFT

Comportamiento del aliasing en
cada dominio considerando un
solo periodo:



Naturaleza periodica de la DFT

Comportamiento del a|iasing en Aliasing en el dominio del tiempo
cada dominio considerando un
solo periodo:

senal saliendo
a la derecha

En el dominio del tiempo, si reaparece a
parte de la senal sale fuera del 'a izquierda
periodo, aparece a la izquierda. m

0

______________

Tiempo



Naturaleza periodica de la DFT

Comportamiento del a|iasing en Aliasing en el dominio del tiempo
cada dominio considerando un
solo periodo:

senal saliendo
a la derecha

En el dominio del tiempo, si reaparece a
parte de la senal sale fuera del 'a izquierda
periodo, aparece a la izquierda. m

0

Tiempo

En el dominio de la frecuencia,
los Componentes que Aliasing en el dominio de la frecuencia
sobrepasan la frecuencia de
Nyquist se reflejan.

senal saliendo
a la derecha

reaparece a
la derecha

______________

Frecuencia



Transformada de Fourier de Tiempo Discreto
(DTFT)

Transformada de Fourier sobre senales no periddicas y discretas.



Transformada de Fourier de Tiempo Discreto
(DTFT)

Transformada de Fourier sobre senales no periddicas y discretas.

Relacion con la DFT :

Al rellenar con N ceros una seial se agranda su periodo y luego al tomar la

DFT se obtiene una mayor cantidad de muestras entre 0y 0.5

Cuando N tiende a infinito, la seial se vuelve no periédica y su espectro

continuo. Esto corresponde a la DTFT, en la gue el espectro es continuo.



Transformada de Fourier de Tiempo Discreto
(DTFT)

Transformada de Fourier sobre senales no periddicas y discretas.

Relacion con la DFT :

Al rellenar con N ceros una seial se agranda su periodo y luego al tomar la

DFT se obtiene una mayor cantidad de muestras entre 0y 0.5

Cuando N tiende a infinito, la seial se vuelve no periédica y su espectro

continuo. Esto corresponde a la DTFT, en la gue el espectro es continuo.

E: x[n] cos(wn)

H = —oo

Re X (w)

mX(w) = - i x[n] smn(wn)

= —oo



Transformada de Fourier de Tiempo Discreto
(DTFT)

Transformada de Fourier sobre senales no periddicas y discretas.

Relacion con la DFT :

Al rellenar con N ceros una seial se agranda su periodo y luego al tomar la

DFT se obtiene una mayor cantidad de muestras entre 0y 0.5

Cuando N tiende a infinito, la seial se vuelve no periédica y su espectro

continuo. Esto corresponde a la DTFT, en la gue el espectro es continuo.

- ™
ReX(w) = x|n| cos(wn
() Z_;G L7 ( ) Partimos de la DFT y tomamos
. N hasta infinito. La variable de
o ~frecuencia w = 2mtf es continua.
; La sefial x[n] es discreta.
ImX(w) = - ¥ x[n] sin(wn) In]

= —oo



Transformada de Fourier de Tiempo Discreto
(DTFT)

Transformada de Fourier sobre senales no periddicas y discretas.

Relacion con la DFT :

Al rellenar con N ceros una seial se agranda su periodo y luego al tomar la

DFT se obtiene una mayor cantidad de muestras entre 0y 0.5

Cuando N tiende a infinito, la seial se vuelve no periédica y su espectro

continuo. Esto corresponde a la DTFT, en la gue el espectro es continuo.

- ™
ReX(w) = x|n] cos(wn
( ) ; _Z_;G ] ( ) Partimos de la DFT y tomamos
N hasta infinito. La variable de
o ~frecuencia w = 2mtf es continua.
; La sefial x[n] es discreta.
ImX(w) = - ¥ x[n] sin(wn) In]

n=-o ~

Sustituimos la

1 - i
1 : B : > sumatoria por
x[n] . f ReX(w) cos(wn) - ImX(w) sin(wn)de  SMEWE K
0




Transformada de Fourier de Tiempo Discreto
(DTFT)

Aplicacion :

Supongamos que deseamos calcular la respuesta en frecuencia de un
sistema a partir de su respuesta al impulso.

Si conocemos la respuesta al impulso como una secuencia de muestras
(lo que obtendriamos en una medida experimental o simulacion) aplicamos
la DFT y obtenemos un vector de muestras de la respuesta en frecuencia.

En otros casos la respuesta al impulso puede concerse (0 modelarse) a
través de una ecuacion. En ese caso, la DTFT es usada para calcular
analiticamente la respuesta en frecuencia también como una ecuacion, que
define una curva continua entre 0 y fs/2.



Relacion de Parseval

Dado que la representacion de una senal en el dominio del tiempo y en el
dominio de la frecuencia son equivalentes, deben tener la misma energia.

Esto se cumple para todas las transformadas de Fourier y recibe el nombre
de relacion de Parseval. En el caso de la DFT puede expresarse como:

N-1 N2
2

Y x[i]? = = ) MagXIk]?
i=0 N k=0

Desde al punto de vista fisico representa la conservacion de la energia.
Permite realizar algunos calculos en un dominio u otro segun la conveniencia.



Pares de Transformadas

Para cada forma de onda en el tiempo existe su correspondiente forma de
onda en frecuencia y viceversa.

Por ejemplo, un pulso rectangular en el tiempo se corresponde con una
funcion senc (i.e. sen(x)/x) en el dominio de la frecuencia.

La dualidad asegura que lo inverso es también cierto: un pulso rectangular
en el dominio de la frecuencia corresponde a una funcion senc en el tiempo.

Dominio del tiempo Dominio de la frecuencia
- : : _— 60 - ; -

1 _—

40

amplitud

201

amplitud

0 —_4— -20 s : . .
0 100 200 300 400 500 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
muestra frecuencia

Las formas de onda (o funciones) que se corresponden mutuamente
de esta forma se denominan Pares de Tranformadas de Fourier.




Funcion delta:

Magnitud constante.
Fase lineal.

Pares de Transformadas
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Pares de Transformadas

. s Dominio del tiempo Dominio de la frecuencia Dominio de la frecuencia
Funcion delta: ; 100
1 m
© 50
S 3 @
' = 5 : 3 o0
Magnltud Constante 2 05 : 051 R £
. % B0
Fase lineal. . _ ® .
0 20 40 60 -0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5
muestra frecuencia
100
1t m
g -g % 50 ........................
= c S
g 05 9 g
@ e (0]
8
0 : -100 :
0 20 40 60 -0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5
muestra frecuencia
100
11 B @
_g "g % 50 ........................
= = S
£ 05 g g
«© e )
8
0 ' -100 :
0 20 40 60 -0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5

muestra frecuencia frecuencia



Pares de Transformadas

. s . Dominio del tiempo Dominio de la frecuencia Dominio de la frecuencia
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Pares de Transformadas

Funcion delta:

Magnitud constante.
Fase lineal.

Una delta en frecuencia
corresponde a una sinusoide
en el tiempo.

La dualidad asegura lo
INnverso:
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amplitud
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Pares de Transformadas

Dominio del tiempo Frecuencia (parte Real) Frecuencia (parte Imaginaria)
1

Funcion delta:

ge] e 0.5
Magnitud constante. Eos 5 L
Fase lineal. | [ T SO
0 20 40 60 -0.5 0 0.5
muestra

Una delta en frecuencia
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Inverso: | s 1o
Considerando la parte reale & ? F

iImaginaria del espectro, una — L o 0 0 o
delta en el tlempo Corresponde muestra frecuencia frecuencia
a una sinusoide en frecuencia

(coseno y seno).



Pares de Transformadas

., Dominio del tiempo
Funcion senc: - -
0.8
senc(x) = sen(1tx)/(1x) 5 06
§0.4
Seno que decae en magnitud
con la frecuencia. -
0O 200 400
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viceversa. 08
g 0.6
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Efecto de Gibbs

Ejemp|o: Sintetizamos una | Formadg ondaoriginal Sumadefrecuencia'OaO Sumadefrecuencia.0a1
forma de onda digital, i — ; S |
sumando cada vez mas | 3 '
sinusoides (hasta la cantidad | S B
dada por |aS N muestras)_ -5 100 200 05 100 200 05 100 200
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Efecto de Gibbs

Ejemplo Slntetlzamos una s Forma dé onda original s Suma de lfrecuencia'OaO s Suma de frecuencia.0a1

forma de onda digitaL I . ...... ..... o .......... ..... T R

sumando cada vez mas g o5l | e /7 % 05l %
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Cuando se usan menos | | '
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e oscilaciones
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Efecto de Gibbs

Ejemplo S|ntet|zamos una | Formade ondaoriginal Sumadelfrecuencia'OaO | Sumadefrecuencia.0a1
forma de onda digital, N S R do S
sumando cada vez mas | 3 - —
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sinusoides (hasta la cantidad
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dada’ por Ia'S N mueStraS)' ° 1rr?l?estras 20 ° ::L?estras 20 ° lwol?estras 200
Suma de frecuencia 0 a 5 Suma de frecuencia 0 a 10 Suma de frecuencia 0 a 25
15 _ _ 15 _ _ 15
Cuando se usan menos 3 ‘ ' 3 ' ' 3
sinusoides que el total g g g
observamos el fenbmeno de P E S O O A S T B B S
GlbbS 0 100 200 0 100 200 0 100 200
] . Sumadenf]rlcje?:iter)iiiaOaSO Suma der?rﬁit;iiaOaM Suma de?r]ggjgr?;aom%
 sobretiro 15 ; ; 15 | | ' . |
* oscilaciones 3 e (R = B N e -
g % g_ 05 ......... ......... /7
. 0 . o
La amplitud de las 05 - - 05 - - 05 ' -
. . 0 100 200 0 100 200 0 100 200
OSCllaC|OneS Se va muestras muestras muestras

reduciendo. El ancho del
sobretiro va disminuyendo,
pero su amplitud se mantiene
constante.



Efecto de Gibbs

EJ em p I 0:S | ntetlzam 0S uha | Forma dé onda original Suma de frecuencia 0 a 0 | Suma de frecuenciaIO at

1.5 . : 1.5
forma de onda digitaL . . .......... g i
sumando cada vez mas g % 05 .......... ..... %
sinusoides (hasta la cantidad ~ T =/ | °| | |
dada por las N muestras). I T A
. Suma de frecuencia 0 a 5 Suma de frecuencia 0 a 10 Suma de frecuencia 0 a 25

Cuando se usan menos
sinusoides que el total
observamos el fendmeno de

amplitud
amplitud
amplitud

G . bb . 0 100 200 0 100 200 0 100 200
| S . muestras muestras muestras
. Suma de frecuencia 0 a 50 Suma de frecuencia 0 a 64 Suma de frecuencia 0 a 128
» sobretiro 15 15 15
 oscilaciones g A 1
i o5t it m i 0.5 05
S S
] 0/ of 0
La amplitud de las 05 - - 05 - - 05 -
. . 0 100 200 0 100 200 0 100 200
OSC]laC|OneS se va muestras muestras muestras

reduciendo. El ancho del
sobretiro va disminuyendo,
pero su amplitud se mantiene
constante.
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